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DFT - Allgemeines

» benannt nach franz. Mathematiker Jean Baptiste Joseph
Fourier

» periodische Funktion als Summe von Sinus- und
Kosinusfunktionen darstellbar

» Darstellung im Ortsbereich versus Darstellung im
Frequenzbereich

» dquivalente Darstellungen (ineinander verlustfrei
iberfiihrbar)
» Darstellung im Frequenzbereich

» niedrige Frequenzen fiir groben Funktionsverlauf
» hohe Frequenzen fiir Detailinformationen
(etwa abrupte Funktionswertdnderungen)
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DFT - Erstes Beispiel

gegeben: f(x) = 4sin3x — 3/2sin20x + 1/2 cos 100x

Amplitude




DFT - Erstes Beispiel

Anteil Kosinus- und Sinusschwingungen:
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DFT - Erstes Beispiel

Frequenzspektrum:

Amplitude
s

~h

3 20 100

9/28



DFT - Zweites Beispiel

zufillig erzeugte Funktion:

Amplitude
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DFT - Zweites Beispiel

Frequenzspektrum und Kompaktheit:

Amplitude

11/28



DFT - Gedankenexperiment

Darstellung im Orts- und Frequenzbereich:

» Lautsprecher als Tonquelle erzeugt konstantes Gerausch
— Orts- bzw. Zeitbereich

» Eine bestimmte Klaviersaite beginnt zu schwingen, wenn
ihre Frequenz im Gerdusch enthalten ist. Wenn man die
Starke aller Saitenschwingungen aufzeichnet, erhilt man
die Darstellung des Signals im Frequenzbereich.

— Frequenzbereich

» Rekonstruktion des Gerdusches durch Anregen der
entsprechenden Klaviersaiten



DFT - Anwendungen

Feature-Normalisierung
» Unterdriickung von Stdreinfliissen innerhalb der Medienobjekte

» Problem: Trennung Nutz- und Stdrdaten

» Trennung manchmal im Frequenzbereich mdglich

Feature-Erkennung

» Korrespondenz zwischen zu extrahierenden Eigenschaften und Frequenzen
moglich

Feature-Aufbereitung
» Kompaktheit im Frequenzbereich — Minimalitat

» Orthogonalitit der Fourier-Koeffizienten



DFT - Beispiel zur Feature-Normalisierung

Beispiel: Entfernung von Frequenz f=100

Amplitude
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DFT - Feature-Erkennung, Translationsinvarianz

Funktion f(x) = 4sin3x — 3/2sin 20x + 1/2 cos 100x um 7/3

verschoben:

Amplitude
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DFT - Feature-Erkennung, Translationsinvarianz

Anteil Kosinus- und Sinusschwingungen:

Amplitude
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DFT - Feature-Erkennung mit Translationsinvarianz

Frequenzspektrum:

Amplitude
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DFT - Feature-Aufbereitung, Minimalitat

Ausgangsfunktion:

Amplitude




DFT - Feature-Aufbereitung, Minimalitat

Frequenzspektrum und Abschneiden hoher Frequenzen:

-

Amplitude




DFT - Feature-Aufbereitung, Minimalitat

approximierte, d.h. minimierte Funktion:

Amplitude
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DFT - Berechnung

Erinnerung lineare Algebra und komplexe Zahlen

m diskrete Funktion f(x) als Vektor des komplexen Vektorraums:

f(x) € DS
(Vektorraum DS hat n kanonische Basisvektoren)

m Konjugation einer komplexen Zahl: (x,y) = (x,—y)
n—1

w inneres Produkt fiir f,g € DS: (f g} = 3 f(x) * g(x)
x=0

m Entwicklungsformel fiir Orthonormalbasis (vg, ..., va—1):

n—1

Vv e DS Cv = Z(v, ViV

i=0
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DFT - Beispiel im Vektorraum Dy

Realwert
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DFT - Fourier-Basis

27 jx 1 ., 2;x
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Orthonormalitat:
|leji(x)]] = 1/ (ej(x), &i(x)) =1 fir j=0,1,...,n—1

(ej(x),ex(x)) =0 fir j,k=0,1,...,n—1und j # k
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DFT - Fourier-Koeffizienten

m aufgrund Orthonormalitat der Fourier-Basis Berechnung der
Fourier-Koeffizienten mittels innerem Produkt:

(rej, imj) = (fa(x), €;(x))

—— Transformation als einfache Multiplikation mit
DFT-Matrix moglich

m Transformation entspricht Rotation im komplexen,
hochdimensionalen Raum
m Ergebnis: komplexe Fourier-Koeffizienten

m Realteil fiir Kosinusamplituden
m Imaginarteil fiir Sinusamplituden
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DFT - Transformationsformel

Foll) = (fa(x), &i(x))




DFT - Riicktransformation DFT !
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DFT - Polarkoordinaten

komplexe Zahl (x,y) als Polarkoordinaten mit Lange und Winkel
m Winkel (Phase): tany = £

m Linge: [ = \/x2 + 2
m Winkel driickt Verschiebung aus (Sinus versus Kosinus)

m Frequenzspektrum beriicksichtigt nur Linge
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DFT - Eigenschaften

m Parseval-Theorem: (f}(x), F2(x)) = (F}(x), F3(x))
— euklidsche Distanzen sind im Orts- und Frequenzbereich
gleich
m Translation im Ortsbereich dndert ausschlieBlich Phasenwinkel
m Symmetrie der Fourier-Koeffizienten: Werte sind
spiegelsymmetrisch
— n reelle Zahlen reichen zur Darstellung von Fj(x)
m Nyquist-Theorem (Abtasttheorem): zur Abbildung bestimmter

Frequenz mind. doppelt so viele Abtastwerte erforderlich —
Symmetrie
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